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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Исследование локальной топологической струк-
туры множества решений нелинейного уравнения, как правило, сводится к решению 
конечномерного уравнения ветвления, строящегося по исходному уравнению. Одна-
ко для оператора, определяющего уравнение ветвления, часто удается лишь получить 
многочлен Тейлора любой степени. Какой должна быть эта степень, чтобы локальная 
топологическая структура множества решений усеченного уравнения была эквива-
лентна структуре решений истинного уравнения, неизвестно. Цель настоящей работы 
состоит в разрешении этой проблемы. Материалы, методы и результаты. Результа-
ты работы основываются на развитой трудами Р. Тома, Дж. Мезера теории особенно-
стей дифференцируемых отображений. Многочлен Тейлора степени r, построенный 
по уравнению ветвления, определяет r-струю отображений, т.е. класс отображений, 
имеющих одинаковые многочлены Тейлора степени r. Струя называется r-достаточ-
ной, если любые два представителя этой струи имеют одинаковую локальную топо-
логическую структуру множеств решений в окрестности критической точки. Для 
установления r-достаточности струи строится полиномиальное уравнение, получив-
шее название гомологического уравнения. Свойства решений этого уравнения позво-
ляют установить наличие r-достаточности струи или ее отсутствие. Поскольку опера-
тор, определяющий уравнение ветвления и его многочлен Тейлора степени r принад-
лежат одной r-струе, то, установив r-достаточность струи, мы можем утверждать, что 
локальные структуры множества решений уравнения ветвления и усеченного урав-
нения эквивалентны. Вывод. Использование гомологического уравнения позволяет 
привести исследование локальной структуры множества решений уравнения ветвле-
ния к исследованию множества решений полиномиального уравнения, которое опре-
деляется многочленом Тейлора. 
Ключевые слова: росток отображения, r-струя отображения, локальная достаточ-
ность r-струи, инфинитезимальная устойчивость ростка отображения, гомологиче-
ское уравнение 
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Abstract. Backgound. The study of the local topological structure of the set of solutions of 
a nonlinear equation, as a rule, is reduced to solving a finite-dimensional branching equa-
tion constructed from the original equation. However, for the operator that defines the 
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branching equation, it is often only possible to obtain a Taylor polynomial of any degree. 
What this degree should be for the local topological structure of the set of solutions of the 
truncated equation to be equivalent to the structure of solutions of the true equation is un-
known. The purpose of this study is to solve this problem. Materials, methods, and results. 
The results of the work are based on the theory of singularities of differentiable maps de-
veloped by the works of R. Thoma and J. Meser. The Taylor polynomial of degree r, con-
structed by the branching equation, defines an r-stream of maps, that is, a class of maps 
having identical Taylor polynomials of degree r. A jet is called r-sufficient if any two repre-
sentatives of this jet have the same local topological structure of the solution sets in the vi-
cinity of the critical point. To establish the r-sufficiency of the jet, we construct a polyno-
mial equation called the homological equation. The properties of the solutions of this equa-
tion allow us to determine whether the jet is r-sufficient or not. Since the operator defining 
the branching equation and its Taylor polynomial of degree r belong to the same r-jet, then, 
having established the r-sufficiency of the jet, we can state that the local structures of the 
set of solutions of the branching equation and the truncated equation are equivalent. Con-
clusion. The use of the homological equation makes it possible to reduce the study of the 
local structure of the set of solutions of the branching equation to the study of the set of so-
lutions of the polynomial equation, which is determined by the Taylor polynomial. 
Keywords: germ of the mapping, r-stream of the mapping, local sufficiency of the r-
stream, infinitesimal stability of the germ of the mapping, homological equation 
For citation: Grin A.N., Rodionova M.S., Shakhova E.A. Reducing the branching equation 
to a polynomial. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-
matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and mathematical 
sciences. 2024;(4):46–52. (In Russ.). doi: 10.21685/2072-3040-2024-4-4 

Введение 
Для многих физических процессов характерно наличие критических 

состояний, в которых происходит переход процесса в состояние неоднознач-
ности, т.е. процесс разветвляется. Сюда можно отнести процессы ветвления  
в теории сверхпроводимости, нелинейной теории упругости, нелинейной 
теории генерации тепла, теории поверхностных волн и многие другие [1–11]. 
При наличии математической модели процесса в рамках этой модели возни-
кает задача описания топологической структуры процесса в окрестности кри-
тического состояния. Общий подход к решению такой задачи был сформули-
рован еще А. М. Ляпуновым в работах, посвященных изучению форм фигур 
равновесия вращающейся жидкости [1]. Задача о ветвлении решений нели-
нейного интегрального уравнения, описывающего процесс, сводилась к ана-
логичной задаче для конечномерного аналитического уравнения, получивше-
го название уравнения ветвления. Однако в общем подходе к построению 
уравнения ветвления, имеющего локальную топологическую структуру мно-
жества решений, эквивалентную аналогичной структуре исходного уравне-
ния, имеется проблема, не разрешенная в общем виде до настоящего времени. 
Суть проблемы состоит в том, что при построении уравнения ветвления для 
отображения, определяющего это уравнение, удается лишь построить много-
член Тейлора любой степени, но какой должна быть эта степень, чтобы ло-
кальная топологическая структура множества решений усеченного уравнения 
была эквивалентна структуре истинного уравнения, неизвестно. Попытки 
решить проблему предпринимались ранее [11], однако получаемые условия 
носили теоретический характер и не были приспособлены для применения  
в конкретной ситуации. 
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В настоящей работе эта проблема решается на основе разработанной  
Р. Томом теории особенностей дифференцируемых отображений. Математи-
ческими моделями рассматриваемых процессов, как правило, являются диф-
ференциальные или интегральные уравнения. Обобщая подход к исследова-
нию этих моделей, будем представлять эти модели уравнениями в банаховых 
пространствах.  

1. Основные результаты 
Пусть , X   Y  – банаховы пространства и :  A X Y→  – линейный опера-

тор, ядро и коядро которого конечномерны: dim ker ,  dim coker .A n A m= =  
Представим ,  ker ,  ,  cokerX U V U A Y Z W Z A= ⊕ = = ⊕ = . 

Пусть ( ) ( ) ( ): ,0 ,0 ,  ,F X Y F C X Y∞→ ∈  и ( ) 0 0.xF ′ =  
Рассмотрим уравнение  

 ( ) ( )A x F x= .  (1) 

Если ,  ,x u v u U= + ∈  , v V∈  то уравнение можно представить в виде 
системы 

 ( ) ( ) ( ) ( )I A v I F u v− π = − π + ,  (2) 

 ( ) 0F u vπ + = ,  (3) 

где :  I Y Y→  – тождественный оператор; :  Y Zπ →  – проектор. 
Из обратимости ( )  I A− π  на V  и свойства 0xF ′ =  следует, что по теоре-

ме о неявной функции уравнение (2) в окрестности нуля имеет единственное 
решение ( ).v g u=  Подставляя это решение в (3), получим уравнение 

 ( )( ) 0F u g uπ + = ,  (4) 

которое в литературе получило название уравнения ветвления или уравнения 
разветвления. Решение этого уравнения позволяет установить локальную 
структуру множества решений уравнения (1). Однако при построении урав-
нения (4) возникает проблема, которая состоит в том, что получить в явном 
виде ( )v g u= , как правило, не удается. Возможно лишь построение много-
члена Тейлора ( )rg u  любой степени r  и сведение уравнения (4) к полино-
миальному  

 ( )( ) 0,r rF u g uπ + =   (5) 

где ( )rF u  – многочлен Тейлора степени r  отображения ( ).F u  
Возникает естественная задача: какой должна быть величина ,r  чтобы 

локальная топологическая структура множества решений уравнения (5) была 
эквивалентна аналогичной структуре уравнения (4)?  

Пусть ( ) ( )( ) u F u g uΦ =π +  и ( ) ( )( ) r r ru F u g uΦ =π + , где ,Φ  
:r U ZΦ → . 
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Определение 1. Струей порядка r  отображения ( )r uΦ в нуле называ-
ется класс отображений, у которых совпадают многочлены Тейлора в нуле 
степени r .  

Из определения ( )  r uΦ  следует, что отображения ( ) ( )        ru и uΦ Φ  
принадлежат одной r-струе. 

Определение 2. Струя называется локально достаточной, если любые 
два представителя этой струи (Φ  и  rΦ ) имеют одинаковый топологический 
тип, т.е. существуют локальные диффеоморфизмы ( ) ( ): ,0 ,0q U U→  и 

( ) ( )1 : ,0 ,0q Z Z→  такие, что коммутативна диаграмма: 

       U Z
Φ
→  

1      q q↓ ↓  

       
r

U Z
Φ
→   

Если установить достаточность рассматриваемой струи при некотором 
r , то можно утверждать, что локальные топологические структуры (в окрест-
ности нуля) множеств решений уравнений (4) и (5) тождественны.  

Рассмотрим условия достаточности струи.  
Определение 3. Ростком отображения  rΦ  в нуле называется класс 

отображений ( ) ( ): ,0 ,0b U Z→  таких, что для любого b  из этого класса 
найдется окрестность нуля, в которой ( ) ( )     rb u u= Φ . 

Определение 4. Росток отображения ( ) ( ),0 ,0r U ZΦ →  называется ло-
кально инфинитезимально устойчивым, если для всякой деформации 

( ) ( ): ,0 ,0   d U Z→  отображения rΦ  существуют векторные поля 

( ) ( ): ,0 ,0h U U→  и ( ) ( ): ,0 ,0k Z Z→  такие, что  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) r
r

u
d u h u k u

u
∂Φ

= − ⋅ + Φ
∂

.  (6) 

Это уравнение называется гомологическим уравнением. 
Векторные поля ( ) ( ),  h u k z  определяют скорости деформации тожде-

ственных диффеоморфизмов прообраза и образа отображения . rΦ  Гомоло-
гическое уравнение позволяет выяснить возможность выразить любую ло-
кальную деформацию отображения rΦ  через деформацию диффеоморфиз-
мов прообраза и образа отображения rΦ .  

Между инфинитезимальной устойчивостью ростка rΦ  и достаточно-
стью струи, элементом которой является rΦ , существует связь. Справедлива 
теорема Мазера [2, с. 102], которая в наших обозначениях может быть сфор-
мулирована так. 

Теорема 1. Если rΦ  локально инфинитезимально устойчиво в нуле 
при r n≥ , то его ( 1r + )-струя локально достаточна. 
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На основании теоремы 1 можно утверждать, что для локальной тополо-
гической эквивалентности множеств решений уравнений (4) и (5) достаточно 
установить разрешимость гомологического уравнения, построенного для rΦ . 
Основная проблема, возникающая при решении гомологического уравнения, 
состоит в том, что нужные решения ( ) ( ),  h u k z  должны удовлетворять усло-
вию: ( )0 0,h =  ( )0 0k = .  

Рассмотрим пример исследования гомологического уравнения. Пусть 
для некоторого уравнения ветвления, у которого 2m n= = , получено  

( )
2

1 1
2 2

2

u u
u

u

 +
 Φ =
 
 

, где 1

2

u
u

u
 

=  
 

, 

Система гомологических уравнений в этом случае имеет вид  

 ( ) ( ) ( )2 2
1 1 2 1 1 1 1 1 2  , 1 2  ,d u u u h k u u u= − + + + ,  (7) 

 ( ) ( )2 2
2 1 2 2 2 2 1 1 2, 2  ,d u u u h k u u u= − + + .  (8) 

Из уравнения (7) можно определить 1 0, k ≡  ( )1 1 2
1

1

,
1 2

d u u
h

u
= −

+
. Эти зна-

чения соответствуют условиям ( ) ( )0 0,  0 0h k= = . 
Из уравнения (8) определим ( )2 2 1, 0 .k d u≡  Тогда для получения 2h  

имеем уравнение 

( ) ( )2 1 2 2 1, ,0d u u d u− = 2 22u h− .  

Применяя к левой части уравнения лемму Адамара, согласно которой 
найдется гладкая функция ( ) ( )1 2, ,  0,0 0u uϕ ϕ =  такая, что  

( ) ( )2 1 2 2 1, ,0d u u d u− = ( )1 2 2,u u uϕ , 

мы получим для определения 2h  уравнение 

( )1 2 2 2 2, 2 ,u u u u hϕ = −  

из которого ( ) ( )2 1 , 2 1 2
1  ,
2

h u u u u= − ϕ . 

Найденное решение системы гомологических уравнений позволяет 
утверждать, что ( )2 uΦ  локально инфинитезимально устойчиво, а потому на 
основании теоремы 1 ( )3 uΦ  является представителем локально достаточной 
струи. Следовательно, локальные топологические структуры множеств реше-
ний уравнений (4) и (5) при 3r =  эквивалентны. 

Заключение 
Построив полиномиальный представитель r-струи отображения, опре-

деляющего уравнение ветвления и составив для него гомологическое уравне-
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ние, мы, исследуя это уравнение, получаем возможность установить, является 
ли эта струя достаточной, т.е. позволяет ли полиномиальный представитель 
этой струи исследовать топологическую структуру множества решений ис-
ходного уравнения.  
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